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Abstrakt: Die Arbeit [1] von Albert Einstein von 1918 zu Willem De Sitters
Lo¨sung [2] der Einsteinschen Feldgleichung wird unter heutigem Gesicht-
spunkt kommentiert. Dazu wird zuna¨chst die Geometrie der De Sitterschen
Raum-Zeit beschrieben, sowie ihre Bedeutung fu¨r das inflationa¨re Weltmod-
ell erla¨utert.
English language title: Einstein’s papers in relation to modern
cosmology
Abstract. We comment on the paper [1] by Albert Einstein from 1918 to
Willem De Sitter’s solution [2] of the Einstein field equation from today’s
point of view. To this end, we start by describing the geometry of the De
Sitter space-time and present its importance for the inflationary cosmological
model.
1 Einleitung
Um die Arbeit [1] von Albert Einstein mit dem Titel1 “Kritisches zu einer
von Hrn. De Sitter gegebenen Lo¨sung der Gravitationsgleichungen” angemessen
beurteilen zu ko¨nnen, muß man sich klarmachen, daß im Jahre 1918 die
Differentialgeometrie der zugrundeliegenden Raum-Zeiten ein noch wenig
erforschtes Gebiet war. Man ta¨te Einstein also Unrecht, wenn man mit
heutigem Wissen an seine damalige Arbeit heranginge, und feststellte, wo
u¨berall er mathematische Fehler begangen hat. Vielmehr ist zu beurteilen,
1Das Hrn. im Titel ist eine Abku¨rzung fu¨r Herrn und nicht fu¨r De Sitters Vorname,
der lautet Willem.
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welche Fehler er bei gru¨ndlichem Literaturstudium ha¨tte vermeiden ko¨nnen
und welche nicht. A¨hnliches ist zu den kritisierten Arbeiten [2] De Sitters
zu sagen.
Nachfolgend soll deshalb zuna¨chst in Abschnitt 2 die Geometrie der
Schwarzschildschen und der De Sitterschen Raum-Zeit ausfu¨hrlich beschrieben
werden (siehe auch [3] bzw. die Lehrbu¨cher [4, 5, 6, 7]), sowie in Abschnitt 3
kurz ihre Bedeutung fu¨r das inflationa¨re Weltmodell erla¨utert werden (vgl.
hierzu wieder [4-7] sowie die Arbeiten [8] und [9]). Schließlich sollen in Ab-
schnitt 4 die Arbeiten [1] und [10] von Albert Einstein kurz kommentiert
werden.
2 Die Geometrie der De Sitterschen Raum-Zeit
Die De Sittersche Raum-Zeit ist durch folgende Definition eindeutig bes-
timmt: sie ist die einzige homogene isotrope Raum-Zeit von positiver Kru¨mmung.
Sie ist die geometrische Grundlage des inflationa¨ren Weltmodells, deshalb
soll sie hier detailliert eingefu¨hrt werden. Als Vorbereitung dazu werden
zuna¨chst die Begriffe Koordinatensingularita¨t, echte Singularita¨t, Horizont
und Schwarzes Loch gekla¨rt.
2.1 Koordinatensingularita¨t und echte Singularita¨t
Generell wird der Begriff Singularita¨t verwendet, um auszudru¨cken, daß
eine Gro¨ße ihren zula¨ssigen Geltungsbereich verla¨ßt, in den meisten Fa¨llen
geschieht das dadurch, daß eine Gro¨ße, die nur positive reelle Werte an-
nehmen darf, gegen Null oder gegen Unendlich konvergiert. Man unterschei-
det eine Koordinatensingularita¨t von einer echten Singularita¨t, je nachdem,
ob sich diese dadurch beseitigen la¨ßt, daß man ein anderes Bezugssystem
verwendet, oder ob das nicht mo¨glich ist.
Der einfachste Fall einer Koordinatensingularita¨t ist die Euklidische Ebene
in Polarkoordinaten (r, ϕ) bei r = 0: Der Geltungsbereich dieser Koordi-
naten ist durch r > 0 und 0 ≤ ϕ < 2pi gegeben. Die Einschra¨nkung fu¨r ϕ ist
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Ausdruck der Tatsache, daß der Vollwinkel ϕ = 2pi, d.h. 3600, geometrisch
nicht vom Winkel 0 unterschieden wird.2
Die Einschra¨nkung fu¨r r ergibt sich daraus, daß bei r = 0 alle Koor-
dinatenpaare (r, ϕ) demselben Punkt der Ebene entsprechen, na¨mlich dem
Koordinatenursprung, und dies ist unzula¨ssig, da die Zuordnung zwischen
Punkten und Koordinaten eineindeutig (d.h. in beiden Richtungen ein-
deutig) sein soll. Wie entscheidet man nun, ob es sich dabei um eine echte
Singularita¨t handelt? Die Antwort ist bekannt: Der U¨bergang zu kartesis-
chen Koordinaten (x, y), deren Verbindung mit Polarkoordinaten durch die
Formeln
x = r · cosϕ , y = r · sinϕ (1)
gegeben ist, beseitigt diese Mehrdeutigkeit; also ist r = 0 nur eine Ko-
ordinatensingularita¨t: Wie man aus Formel (1) sieht, ist bei r = 0 auch
x = y = 0, und zwar unabha¨ngig davon, welchen Wert der Winkel ϕ dort
annimmt. Bei allen anderen Werten ist dagegen die Zuordnung zwischen
kartesischen und Polarkoordinaten gema¨ß (1) stets eineindeutig.
Quadriert man die Gleichungen aus (1) und addiert sie, ergibt sich der
Satz von Pythagoras in der elementaren Form
x2 + y2 = r2 ,
die a¨quivalent in der trigonometrischen Form als
cos2 ϕ+ sin2 ϕ = 1
geschrieben werden kann. Soweit der bekannte Schulstoff.
Um gekru¨mmte Raum-Zeiten beschreiben zu ko¨nnen, beno¨tigt man den
Begriff des Riemannschen Raumes und sein Linienelement ds. Genaueres
hierzu la¨ßt sich z.B. in den Lehrbu¨chern [5, 6, 7] nachlesen; hier soll es
genu¨gen, wenn wir jetzt die Euklidische Ebene in Form eines Riemannschen
2Die topologisch befriedigendere Variante der Polarkoordinaten erlaubt allerdings be-
liebige reelle Werte fu¨r ϕ und nimmt dann eine Identifikation aller solcher Winkelwerte
vor, deren Differenz ein ganzzahliges Vielfaches von 2pi darstellt. Damit wird verhindert,
daß man dem Winkel 0 fa¨lschlich eine Sonderrolle zukommen la¨ßt.
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Raumes darstellen. Das Quadrat ds2 des Linienelements la¨ßt sich dann in
kartesischen Koordinaten als
ds2 = dx2 + dy2 (2)
schreiben. Das ist die infinitesimale Form des Satzes von Pythagoras. Ver-
mittels (1) transformiert sich diese Formel (2) in Polarkoordinaten wie folgt:
ds2 = dr2 + r2 · dϕ2 . (3)
Das Linienelement bei konstantem Wert r ergibt sich3 nach (3) zu ds = r·dϕ;
daraus wird sofort erkennbar, dass bei r = 0 die A¨nderungen von ϕ keinen
Beitrag zu ds leisten, es also dort eine Koordinatensingularita¨t gibt.
Bevor wir jetzt den Begriff der echten Singularita¨t kla¨ren ko¨nnen, mu¨ssen
wir kurz erla¨utern, wie sich die Linienelemente (2) und (3) allgemeiner
schreiben lassen. Zuna¨chst werden die Koordinaten mit xi bezeichnet, wobei
x0 = t die Zeitkoordinate, und die anderen xi (i = 1, 2, 3) die Raumkoordi-
naten darstellen. Dann wird das Linienelement in die Form
ds2 = gijdx
idxj (4)
gebracht, wobei hier die Einsteinsche Summenkonvention angewendet wird:
U¨ber Indizes, die sowohl in oberer als auch in unterer Position auftreten,
wird automatisch summiert, ohne daß das Summenzeichen notiert wird.
Die Gro¨ßen gij sind die Komponenten der Metrik. Sie werden nach
Allgemeiner Relativita¨tstheorie in einer Doppelrolle verwendet: sowohl zur
Beschreibung der Geometrie der Raum-Zeit als auch zur Darstellung des
Gravitationsfeldes. Diese Doppelrolle tra¨gt die Bezeichnung: “Geometrisierung
des Gravitationsfeldes”. Konkret heißt das zum Beispiel: Im Satz von
Pythagoras steht im Exponenten die Zahl 2; dies gilt infinitesimal auch
in der Raum-Zeit, deshalb mu¨ssen auf der rechten Seite von Gleichung (4)
alle dxi quadratisch auftreten, und deshalb haben die gij eben genau zwei
3Andere Herleitung: Der Umfang eines Kreises vom Radius r betra¨gt u = r · 2pi, also
muß fu¨r den Vollwinkel ϕ = 2pi das Linienelement diesen Wert u ergeben.
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Indizes. In der Feldtheorie wird gezeigt, daß diese Anzahl an Indizes genau
den Spin des zugeho¨rigen Teilchens festlegt. Also: Gema¨ß Einsteinscher
Theorie hat das Graviton4 den Spin 2, weil im Satz von Pythagoras der
Exponent 2 auftritt.
Eine weitere A¨nderung gegenu¨ber der Riemannschen Geometrie erzwingt
folgender Umstand: Zwar verschmelzen Raum und Zeit in der Raum-Zeit,
jedoch bleiben raumartige und zeitartige Koordinaten weiterhin unterschei-
dbar, und zwar dadurch, daß die entsprechenden Anteile in ds2 mit unter-
schiedlichen Vorzeichen eingehen. Man spricht dann von Pseudoriemannscher
Geometrie. Wie wa¨hlen hier die Variante, in der die raumartigen Anteile
ein zusa¨tzliches Minuszeichen erhalten. Die Metrik der speziellen Rela-
tivita¨tstheorie lautet dann
ds2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2 , (5)
wobei die Einheiten so gewa¨hlt sind, daß die Lichtgeschwindigkeit c den
Zahlenwert 1 hat, anderenfalls mu¨ßten wir in vielen Formeln noch zusa¨tzlich
Potenzen von c einfu¨gen.
Nun ko¨nnen wir einige typische Beispiele fu¨r Singularita¨ten angeben:
Ein Beispiel fu¨r eine echte Singularita¨t ist der Punkt t = 0 im expandieren
Weltmodell, hier geben wir die einfachste Form eines ra¨umlich ebenen Fried-
mannmodells an, welches mit Strahlung angefu¨llt ist, also das heiße Urk-
nallmodell, auch hot big bang genannt. Das Linienelement lautet
ds2 = dt2 − t ·
(
dx2 + dy2 + dz2
)
. (6)
Der Faktor t vor der Klammer ist Ausdruck der Tatsache, daß sich in diesem
Modell alle ra¨umlichen Absta¨nde im Laufe der Zeit a¨ndern, und insbesondere
bei t → 0 alle La¨ngen gegen 0 konvergieren. Hier la¨ß sich, anders als bei
Gleichung (3), keine Koordinatentransformation finden, die die singula¨re
Stelle bei t = 0 beseitigen kann. Wie beweist man das? Man kann die
4Das Graviton ist das dem Gravitationsfeld zugeordnete Teilchen, analog ist das Photon
das dem elektromagnetischen Feld zugeordnete Teilchen. Dieses hat den Spin 1, da das
elektromagnetische Potential Ai nur einen Index tra¨gt.
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Kru¨mmung der Raum-Zeit berechnen, und bestimmt dann solche Gro¨ßen,
die unabha¨ngig vom verwendeten Koordinatensystem stets denselben Wert
annehmen, man nennt sie Invarianten. Es stellt sich heraus, daß die Metrik
(6) Kru¨mmungsinvarianten besitzt, die bei t → 0 divergieren, d.h. gegen
unendlich konvergieren. Die physikalisch orientierte Argumentation ist die
folgende: Die Einsteinsche Feldgleichung lautet
Eij = 8piG · Tij , (7)
ihre linke Seite ist rein geometrisch definiert, G ist die Gravitationskon-
stante, und die Gro¨ßen Tij messen die physikalischen Eigenschaften der Ma-
terie, z.B. ist T00 die Energiedichte. In letztere geht natu¨rlich gema¨ß der
Einsteinschen Formel5
E = m · c2
die Ruhmasse des Systems mit ein. In dieser physikalischen Blickrichtung
heißt das: Der Urknall stellt eine echte Singularita¨t dar, da bei Anna¨herung
t gegen Null die Energiedichte u¨ber alle Grenzen anwa¨chst.
Ganz anders verha¨lt es sich mit der Metrik
ds2 = dt2 − t2 · dx2 − dy2 − dz2 . (8)
Scheinbar kann man hier genauso argumentieren: Bei t → 0 sind in x-
Richtung alle La¨ngen auf Null reduziert. Genaueres Nachrechnen ergibt
allerdings folgendes: Bei t→ 0 divergiert keine Kru¨mmungsinvariante, und
die nach Einsteinscher Feldgleichung ermittelten Gro¨ßen Tij verschwinden
sogar alle. In der Tat handelt es sich hier um eine Koordinatensingularita¨t,
und zwar ist sie vom selben Charakter wie die oben in Formel (3) behandelte
Koordinatensingularita¨t der Euklidischen Ebene in Polarkoordinaten.6 In
5Gema¨ß obiger Vereinbarung c = 1 ha¨tten wir hier natu¨rlich einfach E = m schreiben
ko¨nnen, aber um des optischen Wiedererkennungswerts willen soll das c hier einmal
stehenbleiben.
6Fu¨r Liebhaber der komplexen Zahlen sei hier noch folgendes erga¨nzt: Wenn man
die raumartigen Koordinaten mit der imagina¨ren Einheit multipliziert, ergibt sich in
allen quadratischen Ausdru¨cken ein zusa¨tzlicher Faktor (−1), und man kann dann die
Formeln aus der Elementargeometrie, z.B. Formel (1), anwenden, um die Koordinatensin-
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der Tat geht Metrik (8) durch eine Koordinatentransformation in Metrik
(5) u¨ber, stellt also die materiefreie Minkowskische Raum-Zeit dar; genauer
gesagt: Metrik (8) repra¨sentiert eine echte Teilmenge der Minkowskisches
Raum-Zeit, wa¨hrend Metrik (5) sie vollsta¨ndig darstellt.
Ein anderer Typ von Singularita¨t einer Raum-Zeit kann dann auftreten,
wenn die Koordinaten so gewa¨hlt sind, daß ein Teilchen bereits nach endlicher
Eigenzeit7 gegen solche Punkte der Raum-Zeit konvergieren kann, deren Ko-
ordinaten unendlich große Werte annehmen. Als Beispiel betrachten wir das
expandierende ra¨umlich ebene Weltmodell nach Friedmann mit der Metrik
ds2 = dt2 − a2(t) ·
(
dx2 + dy2 + dz2
)
. (9)
Fu¨r die Funktion a(t), den kosmischen Skalenfaktor, soll gelten: Fu¨r alle
reellen Zahlen t ist a(t) > 0, und a(t) is eine monoton wachsende und
zweimal stetig differenzierbare8 Funktion. Auf den ersten Blick ko¨nnte
man annehmen, diese Raum-Zeit ha¨tte gar keine Singularita¨t. Berech-
net man jedoch die Bahnen von Teilchen, d.h., die Geoda¨ten9 mit Hilfe
der Geoda¨tengleichung, so ergibt sich: Diese Raum-Zeit ist singularita¨tsfrei
genau dann, wenn ∫
0
−∞
a(t)dt =∞ (10)
gilt, siehe z.B. [9]. Anschaulich heißt dieses Ergebnis: Wenn die Bedingung
(10) nicht erfu¨llt ist, d.h., wenn der kosmische Skalenfaktor zu schnell klein
wird, so kann ein Teilchen bereits nach endlicher Eigenzeit bis nach x→∞
gelangen. Wenn dieser Fall auftritt, bedarf es weiterer Untersuchungen, ob
es sich dabei um eine echte oder um eine Koordinatensingularita¨t handelt.
Wir werden in Abschnitt 2.3. noch einmal auf diese Frage zuru¨ckkommen.
gularita¨t zu beseitigen. Bei der anschließenden Ru¨ckga¨ngigmachung der Multiplikation
muß natu¨rlich der Sinus (sin) durch den entsprechenden hyperbolischen Sinus (sinh) er-
setzt werden etc.
7Das ist diejenige Zeit, die eine von diesem Teilchen mitgefu¨hrte Uhr anzeigt.
8Diese Voraussetzung wird beno¨tigt, da die zweiten Ableitungen der Metrik in die
Berechnung der Kru¨mmungsinvarianten eingehen.
9Kra¨ftefrei bewegte Teilchen bewegen sich la¨ngs Geoda¨ten, das sind diejenigen Kurven
in der gekru¨mmten Raum-Zeit der Allgemeinen Relativita¨tstheorie, die das Analogon der
geradlinig gleichfo¨rmig bewegten Beobachter der Speziellen Relativita¨tstheorie darstellen.
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2.2 Horizonte und Schwarze Lo¨cher
Beginnen wir mit einem Zitat aus [8]: “Der am ha¨ufigsten diskutierte Ef-
fekt der Allgemeinen Relativita¨tstheorie ist die Vorhersage der Existenz
Schwarzer Lo¨cher. Ein Schwarzes Loch ist ein Himmelsobjekt, das so schwer
ist, daß selbst das Licht nicht in der Lage ist, die gravitative Anziehungskraft
zu u¨berwinden. Anders gesagt: Man erkennt es daran, daß “nichts” zu sehen
ist, wenn man hinschaut. Astronomisch reale Bilder des Schwarzen Lochs
kann es also nicht geben. Man kann aber die umgebende Materie sehen, und
wenn diese ganz bestimmte Eigenschaften aufweist, schließt man daraus auf
ein darin befindliches Schwarzes Loch.”
Um den Begriff eines Schwarzen Lochs mathematisch genauer zu kla¨ren,
muß man zuna¨chst festlegen, was ein Horizont ist. Anschaulich ist der Hor-
izont gerade die Grenze des Teils der Erdoberfla¨che, den ich von meiner Po-
sition aus direkt einsehen kann; es handelt sich also um um eine beobachter-
abha¨ngige Definition, insbesondere brauche ich in bestimmten Situationen
meine Position nur um wenige Meter zu a¨ndern, um eine merkliche A¨nderung
meines Horizonts ausmachen zu ko¨nnen. Man stelle sich etwa einen am
Nordpol stehenden Beobachter vor, dann besteht sein Horizont aus einem
no¨rdlichen Breitenkreis, und welcher Breitenkreis das ist, ha¨ngt von der
Gro¨ße des Beobachters ab, im Grenzfall eines unendlich großen Beobachters
konvergiert dieser Breitenkreis bis an den A¨quator, aber keinesfalls daru¨berhinaus.
In der Raum-Zeit V wird analog definiert: Sei M die Menge derjenigen
Punkte x aus V , die die Eigenschaft hat, daß eine kausale Kurve10 von x
zu einem Punkt der Weltlinie des Beobachters existiert. Der Rand von M
heißt dann der Horizont W von V bezu¨glich dieses Beobachters. Bei dieser
Definition kann es durchaus offen bleiben, ob die Punkte, die den Horizont
bilden, auch noch zu M geho¨ren sollen oder nicht.
Anschaulich gesprochen heißt das: Wir gehen davon aus, daß Informa-
tion maximal mit Lichtgeschwindigkeit u¨bermittelt werden kann, dann stellt
10d.h., eine zeitartige oder lichtartige Kurve; eine Kurve nennt man zeitartig, wenn sie
Bahnkurve eines Teilchens darstellt, das sich mit Unterlichtgeschwindigkeit bewegt.
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die MengeM die Menge derjenigen Ereignisse dar, von denen der Beobachter
irgendwann einmal etwas erfahren kann.
Wenn man jetzt in der Allgemeinen Relativita¨tstheorie definieren will:
“Der Teil der Raum-Zeit, der sich jenseits des Horizonts befindet, wird
Schwarzes Loch genannt.”, so ist damit zuna¨chst eine beobachterabha¨ngige
Definition getroffen worden. In Formeln sieht das so aus: Das Schwarze
Loch ist derjenige Teil der Raum-Zeit, der durch
V \(M ∪W )
gegeben ist. In der hier gewa¨hlten Definition wird also der Horizont nicht
als Bestandteil des Schwarzen Lochs angesehen.
Um die Definition von dieser Beobachterabha¨ngigkeit zu befreien, gibt
es folgende Mo¨glichkeit: Man nimmt an, daß außerhalb eines ra¨umlich
beschra¨nkten Gebiets die Raum-Zeit vo¨llig materiefrei ist; dann kann man
annehmen, daß die Raum-Zeit asymptotisch flach ist. Es ergibt sich fol-
gendes Ergebnis: Alle hinreichend weit entfernten Beobachter haben dann
genau denselben Horizont. Man ordnet dann dieser Menge von Beobachtern
den Begriff “Beobachter im Unendlichen” zu. Dann erha¨lt man die Defini-
tion: “Derjenige Teil der Raum-Zeit, der fu¨r den Beobachter im Unendlichen
jenseits des Horizonts liegt, wird Schwarzes Loch genannt.” Damit ist die
Beobachterabha¨ngigkeit der Definition de facto beseitigt.
Es soll allerdings nicht verschwiegen werden, daß sich fu¨r den Fall all-
gemeiner Raum-Zeiten, z.B. einem inhomogenen Weltmodell, welches auch
asymptotisch nicht homogen ist, die Beobachterabha¨ngigkeit der Definition
dessen, was als Schwarzes Loch bezeichnet werden soll, nicht ohne weiteres
beseitigen la¨ßt. Das hindert jedoch nicht daran, das “Schwarze Loch im Zen-
trum unserer Galaxis” als zumindest mathematisch wohldefiniert anzusehen:
Unser Sonnensystem befindet sich na¨mlich so weit außerhalb des Zentrums
der Galaxis, daß man mit guter Na¨herung jeden Beobachter, der sich inner-
halb unseres Sonnensystems befindet, als Beobachter im Unendlichen anse-
hen kann; und unsere Galaxis ist so weit entfernt von anderen Galaxien,
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daß man mit guter Na¨herung annehmen kann, daß die Raum-Zeit außerhalb
unserer Galaxis asymptotisch flach ist.
Die Metrik fu¨r ein Schwarzes Loch la¨ßt sich nach Trefftz, hier zitiert aus
Einstein [10], Seite 449 wie folgt beschreiben:
ds2 =
(
1 +
A
w
+Bw2
)
dt2 − dw
2
1 + Aw +Bw
2
− w2(dϑ2 + sin2 ϑdφ2) . (11)
Einstein schreibt hierzu: “Bei negativem A und verschwindendem B geht
dies in die wohlbekannte Schwarzschildsche Lo¨sung fu¨r das Feld eines ma-
teriellen Punktes u¨ber. Die Konstante A wird also auch hier negativ gewa¨hlt
werden mu¨ssen, entsprechend der Tatsache, daß es nur positive gravitierende
Massen gibt. Die Konstante B entspricht dem λ-Glied der Gleichung (1a).
Positivem λ entspricht negatives B und umgekehrt.” Hierzu sei folgendes
erla¨utert: Die genannte Gleichung (1a) ist die Einsteinsche Gleichung mit
kosmologischem Glied λ, das heut meist als Großbuchstabe Lambda Λ geschrieben
wird. Der Ausdruck dϑ2+sin2 ϑdφ2 ist das Linienelement der Kugeloberfla¨che,
so daß sich die Metrik (11) als kugelsymmetrisch mit Radialkoordinate w
ergibt.
Mehr zu Einsteins Kommentaren zu Metrik (11) wird in Abschnitt 4 fol-
gen, hier soll zuna¨chst die aktuelle Interpretation der Metrik (11) angefu¨gt
werden: Heutzutage wird diese Lo¨sung meist Schwarzschild-De Sitter-Lo¨sung
genannt, bei B < 0 stellt sie ein in der De Sitter Raum-Zeit (siehe folgender
Abschnitt 2.3.) befindliches Schwarzes Loch dar. Bei B = 0 ist Metrik (11)
nach A¨nderung auf heute u¨bliche Schreibweise die Schwarzschildlo¨sung von
1916
ds2 =
(
1− 2m
r
)
dt2 − dr
2
1− 2mr
− r2(dϑ2 + sin2 ϑdφ2) (12)
Es muß bei dieser Form natu¨rlich noch erga¨nzt werden, daß hierbei die
Einheiten so gewa¨hlt werden mu¨ssen, daß die Gravitationskonstante G den
Wert 1 hat, anderenfalls ist stets m durch das Produkt G ·m zu ersetzen. 11
11Ebenso sollte erga¨nzt werden, daß Metrik (12) auch bei negativen Werten m eine im
Gebiet r > 0 mathematisch zula¨ssige statische kugelsymmetrische Lo¨sung der Einstein-
schen Vakuum-Gleichung darstellt, die jedoch aus den genannten physikalischen Gru¨nden
hier nicht weiter behandelt werden soll.
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Wir wollen jetzt diese Metrik (12) im Fallem > 0 mit der oben angegebene
Definition eines Schwarzen Lochs in Relation setzen. Metrik (12) ist asymp-
totisch flach, da sich bei großen Werten r asymptotisch
ds2 = dt2 − dr2 − r2(dϑ2 + sin2 ϑdφ2)
ergibt, und das ist genau die flache Minkowskische Raum-Zeit (5) in Kugelko-
ordinaten. Es ergibt sich, daß als Beobachter im Unendlichen jedes Teilchen
in Frage kommt, das sich ununterbrochen im Gebiet r > 2m aufha¨lt. Die
oben definierte Menge M derjenigen Punkte x, die die Eigenschaft hat, daß
eine kausale Kurve von x zu einem Punkt der Weltlinie des Beobachters im
Unendlichen existiert, ergibt sich dann ebenso durch die Bedingung r > 2m.
Der Horizont W ist also der Rand des durch r > 2m definierten Gebiets M ,
und das Schwarze Loch ist die Menge derjenigen Punkte, die weder zu M
noch zu W geho¨ren.
Es wa¨re allerdings zu einfach, jetzt zu folgern: W ist also die durch
r = 2m definierte Teilmenge der Schwarzschildlo¨sung (12), das Schwarze
Loch also das Gebiet r < 2m. Das hat folgenden Grund: Sowohl bei r = 0
(hier divergiert der Faktor vor dt2) als auch bei r = 2m (hier divergiert der
Faktor vor dr2) wird die Metrik (12) singula¨r, und es ist zu kla¨ren, ob es
eine echte oder eine Koordinatensingularita¨t ist. Bei r = 0 ist dies ganz
einfach zu beantworten: Es gibt eine Kru¨mmmungsinvariante, die im Falle
der Metrik (12) den Wert m2/r6 annimmt, es handelt sich also um eine echte
Singularita¨t.
Kommen wir nun zu Bereich r = 2m. Wir vermuten zuna¨chst eine
Koordinatensingularita¨t a¨hnlich wie die bei r = 0 in Metrik (3), da die
bekannten Kru¨mmungsinvarianten sa¨mtlich regula¨r sind. Wir wa¨hlen jetzt
die Eddington-Finkelstein-Koordinaten, hier zitiert nach [6]. Dazu wird die
Zeitkoordinate t in Metrik (12) durch eine neue Zeitkoordinate v ersetzt, die
durch die Formel
v = t+ r + 2m ln(r − 2m) (13)
im Bereich r > 2m definiert ist. U¨ber die Nebenrechnung
dv = dt+
dr
1− 2m/r
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ergibt sich schließlich die Metrik zu
ds2 =
(
1− 2m
r
)
dv2 − 2 dv dr − r2(dϑ2 + sin2 ϑdφ2) . (14)
Die Singularita¨t bei r = 0 ist natu¨rlich geblieben, jedoch ist nun der Bereich
r = 2m vo¨llig regula¨r. Der Horizont W des Schwarzen Lochs ist also die
durch r = 2m definierte Teilmenge der Metrik (14), wobei die drei anderen
Koordinaten alle mo¨glichen Werte durchlaufen. Versucht man jetzt, dieses
mittels Formel (13) in Werte fu¨r t umzurechnen, stellt sich heraus, (da ln 0 =
−∞ ist), daß dies nur bei t = ∞ mo¨glich ist. Wir stellen fest: In Metrik
(12) geho¨rt der Bereich r = 2m bei endlichen Werten von t keinesfalls zum
Horizont des Schwarzen Lochs.
2.3 Die De Sitter Raum-Zeit
Die oben erwa¨hnte Definition der De Sitterschen Raum-Zeit als einzige
homogene isotrope Raum-Zeit von positiver Kru¨mmung soll jetzt genauer
erla¨utert werden. Solche homogenen und isotropen Ra¨ume werden in der
Literatur oft auch als “Ra¨ume konstanter Kru¨mmung” bezeichnet, und sie
sind lokal durch die Angabe einer einzigen Gro¨ße, den Kru¨mmungsskalar,
eindeutig bestimmt. Geometrisch sind sie am einfachsten als Teilmenge
eines ho¨herdimensionalen flachen Raums darstellbar, und zwar in Analo-
gie zur Elementargeometrie: Die Oberfla¨che der Einheitskugel ist der durch
die Bedingung x2 + y2 + z2 = 1 definierte Teilraum des 3-dimensionalen
Euklidischen Raumes.
Wir beschra¨nken uns hier auf die vierdimensionale Raum-Zeit, die die
Lo¨sung der Einsteinschen Gleichung mit Λ > 0 darstellt. Die einfachste
Form ist die als Metrik (11) mit A = 0 und B < 0, d.h.12 eine statisch
kugelsymmetrische Form der Metrik. Eine a¨hnlich einfache Form ist die als
ra¨umlich ebenes Friedmannmodell (9) mit
a(t) = eHt , H =
√
Λ/3 > 0 .
12In dieser Form ist der Horizont durch 1 +Bw2 = 0 definiert.
12
Die Metrik hat also die Gestalt
ds2 = dt2 − e2Ht
(
dx2 + dy2 + dz2
)
. (15)
Die Bedingung (10) ist nicht erfu¨llt, also entha¨lt diese Metrik eine Singu-
larita¨t. Da es ein Raum konstanter Kru¨mmung ist, muß es sich hierbei
natu¨rlich um eine Koordinatensingularita¨t handeln. In der Tat la¨ßt sich die
Metrik (15) vermittels einer geeigneten Koordinatentransformation, Details
siehe z.B. in [3], als echten Teilraum in ein geschlossenes Friedmannmodell
einbetten, und dieses Modell hat dann den Skalenfaktor
a(T ) = cosh(HT ) =
1
2
(
eHT + e−HT
)
.
Hierbei handelt es sich um eine singularita¨tsfreie Darstellung der De Sit-
terschen Raum-Zeit, sie ist zusammenha¨ngend, einfach zusammenha¨ngend,
und geoda¨tisch vollsta¨ndig.
Die U¨bereinstimmung dieser drei Darstellungen der De Sitterschen Raum-
Zeit ist im ersten Moment erstaunlich, da generell eine statisch kugelsym-
metrische Raum-Zeit, ein geschlossenes und ein ra¨umlich ebenes Friedman-
nmodell ja geometrisch unterscheidbar sind. Es liegt eben an der hohen Sym-
metrie: Die Isometriegruppe der De Sitterschen Raum-Zeit ist 10-dimensional,
die der Friedmannmodelle im allgemeinen 6-dimensional, und je nachdem,
welche 6-dimensionale Untergruppe dieser 10-dimensionalen Gruppe gewa¨hlt
wird, entstehen diese unterschiedlichen Darstellungen. A¨hnlich kann es fu¨r
Irritationen sorgen, wenn man einerseits feststellt, daß Metrik (11) zeitun-
abha¨ngig, also statisch ist, wa¨hrend Metrik (15) ein echt expandierendes
Modell darstellt. Dies la¨ßt sich wie folgt kla¨ren: Eine Zeittranslation in (15)
hat zur Folge, daß a(t) mit einem Faktor multipliziert wird, dieser Faktor
la¨ßt sich danach durch eine geeignete Multiplikation der Koordinaten x, y
und z kompensieren.
Das Bild zu diesem Artikel ist aus [3] entnommen und stellt eine vere-
infachte Form der De Sitterschen Raum-Zeit als geschlossenes Modell dar:
T ist die Zeitkoordinate, und Φ mit −pi ≤ Φ ≤ pi repra¨sentiert eine der
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drei Winkelkoordinaten. Wir starten vom Punkt T = 0, Φ = 0 und fra-
gen, zu welchen Punkten der Raum-Zeit man la¨ngs einer Geoda¨ten gelan-
gen kann. Bei raumartigen Geoda¨ten (im Bild mit 1 gekennzeichnet) sind
alle Geoda¨ten geschlossen und treffen sich im Antipodenpunkt T = 0,
Φ = pi, (der natu¨rlich mit T = 0, Φ = −pi identifiziert ist). Lichtartige
Geoda¨ten 2 und zeitartige Geoda¨ten 3, die aus dem Punkt T = 0, Φ = 0
starten, verbleiben vollsta¨ndig im Intervall −pi/2 < Φ < pi/2. Ergebnis:
der Bereich innerhalb der 4 Strich-Punkt-Linien ist der Bereich, zu dem
man von vom Punkt T = 0, Φ = 0 aus vermittels einer Geoda¨ten gelan-
gen kann. Das ist also keinesfalls die gesamte Raum-Zeit, also gilt, und
das ist sicher ihre eigenartigste Eigenschaft: Die De Sittersche Raum-Zeit
ist nicht geoda¨tisch zusammenha¨ngend, obwohl sie zusammenha¨ngend und
geoda¨tisch vollsta¨ndig ist.13
Beschra¨nkt man sich auf kausale Geoda¨ten, so ist das analoge Ergebnis
etwas weniger erstaunlich, es gilt: Ein Beobachter, der fu¨r alle Zeiten T im
Punkt Φ = 0 ruht, kann nicht von allen Ereignissen Kenntnis erhalten, es
gibt also auch fu¨r ihn einen Horizont. Die Lage dieses Horizonts a¨ndert sich
kontinuierlich mit der Lage des Beobachters, der Horizont ist also u¨berhaupt
nicht beobachterunabha¨ngig lokalisierbar.
3 Das inflationa¨re Weltmodell
Das Standardmodell des Universums ist im einfachsten Fall durch ein ra¨umlich
ebenes Friedmannmodell (9) gegeben, das bei t > 0 zuna¨chst durch a(t) =
t1/2, zu spa¨terer Zeit dann durch a(t) = t2/3 spezifiziert ist. Der Exponent
1/2 gilt in der Strahlungsphase (dem heißen Urknall), der Exponent 2/3 in
der heutigen Phase.
13In der Riemannschen Geometrie gilt dagegen: in einem zusammenha¨ngenden
geoda¨tisch vollsta¨ndigen Raum lassen sich je zwei Punkte durch einen Geoda¨tenabschnitt
verbinden. Der Grund, weshalb dieses Ergebnis nicht auf die Pseudoriemannsche Geome-
trie u¨bertragbar ist, liegt darin, daß beim Beweis fu¨r Riemannsche Ra¨ume die Kompak-
theit der Drehgruppe beno¨tigt wird, die Lorentzgruppe, das Pseudoriemannsche Analogon
dazu, jedoch nicht kompakt ist.
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Es gibt allerdings eine Reihe von Problemen, die innerhalb dieses Modells
nicht gelo¨st werden ko¨nnen. Eines davon ist folgendes: Die beobachtetet kos-
mische Hintergrundstrahlung (also das inzwischen stark ausgeku¨hlte heute
beobachtbare Relikt des Urknalls) erscheint uns aus allen Richtungen mit
ziemlich gleichen Eigenschaften. Diese Strahlung stammt nach dem Stan-
dardmodell allerdings aus Gebieten der Raum-Zeit, die zuvor keinerlei Kausalkon-
takt gehabt haben konnten. Es muß also irgendeinen Mechanismus gegeben
haben, der eine solche Synchronisierung auslo¨st.
Es stellt sich heraus, daß sich dies Problem am einfachsten dadurch lo¨sen
la¨ßt, daß man annimmt, daß zwischen diesen beiden Phasen eine endliche
Zeit lang eine inflationa¨re Phase der kosmischen Entwicklung stattgefunden
haben muß. Und diese wird durch einen Skalenfaktor
a(t) = eHt
beschrieben, dabei istH der Hubbleparameter. IstH ein positive Konstante,
so ist dies die exakte De Sittersche Raum-Zeit (15). Erlaubt man eine le-
ichte Zeitabha¨ngigkeit von H, so spricht man von einem quasinflationa¨ren
Modell, das ebenfalls die Probleme des Standardmodells lo¨sen kann. Es
gibt unterschiedliche Theorien, wie man zu dieser inflationa¨ren Phase gelan-
gen kann: Z.B. durch Auswirkungen einer ho¨herdimensionalen Welt (ver-
schiedene Kaluza-Klein-Modelle), durch Wirkungen eines zusa¨tzlichen Ma-
teriefeldes (Skalarfeld nach Brans und Dicke, Dilatonfeld, Higgsfeld u.a.),
oder durch die Beru¨cksichtigung von Quanteneffekten.
Letztere fu¨hren dann effektiv zu Korrekturtermen ho¨herer Ordnung in
der Einsteinschen Feldgleichung; siehe z.B. [9] fu¨r Details. Dabei sind es
die Terme vierter Ordnung, die das Auftreten eine quasi-De Sitter-Phase
als transienten Attraktor ergeben. Bei diesem Modell werden also weder
zusa¨tzliche Felder noch ho¨here Dimensionen eingefu¨hrt, um die inflationa¨re
Phase zu erzeugen. Da es ein Attraktor ist, beno¨tigt man auch keine
speziellen Anfangswerte, um die Phase zu haben. Da der Attraktor transient
ist, endet die inflationa¨re Phase auf jeden Fall nach endlicher Zeit, da die
Feldgleichungen bei großen Werten t einen U¨bergang in die Phase a = t2/3
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erzwingen; das graceful exit-Problem anderer Inflationsmodelle tritt hier
also gar nicht erst auf.
Abschließend zwei Bemerkungen zur Anwendung der De Sitterschen Raum-
Zeit in der Kosmologie: Erstens: Die Tatsache, daß sie in der meist ver-
wendeten Darstellung (15) gar nicht geoda¨tisch vollsta¨ndig ist, wird zwar
selten explizit vermerkt, spielt jedoch kaum eine Rolle, da inzwischen alle
kosmologischen Modelle davon ausgehen, daß sowohl vor als auch nach der
inflationa¨ren Phase ein andersgeartetes Expansionsgesetz gilt, und der Urk-
nall selbst sowieso nicht mit der klassischen Relativita¨tstheorie behandelt
werden kann. Zweitens: Die Lage des Horizonts ist, wie oben gesagt, vom
Beobachter abha¨ngig, anders ist es mit seiner Gro¨ße: die ist im homogenen
Weltmodell fu¨r alle ruhenden Beobachter genauso groß. Dies wird bei der
Theorie der Galaxienentstehung angewendet.
4 Einsteins Arbeit zu de Sitters Weltmodell
In seiner Abhandlung [1] “Kritisches zu einer von Hrn. De Sitter gegebe-
nen Lo¨sung der Gravitationsgleichungen” schreibt Einstein: “Gegen die
Zula¨ssigkeit dieser Lo¨sung scheint mir aber ein schwerwiegendes Argument
zu sprechen, das im folgenden dargelegt werden soll.” Dazu zitieren wir
zuna¨chst aus [8]: “Einstein gibt einen ‘Beweis’ dafu¨r an, daß der Horizont
eines Schwarzen Lochs von keinem Teilchen u¨berschritten werden kann; be-
seitigt man den Denkfehler bei Einstein, erha¨lt man das korrekte Resultat,
daß ein Teilchen zwar von außen nach innen, nicht aber von innen nach
außen diesen Horizont queren kann. Das Versta¨ndnis dieser Aussage la¨ßt
sich weiter verbessern, wenn man sich entschließt, den “Bereich innerhalb
des Horizonts” in “Bereich nach dem Horizont” umzubenennen, eine we-
gen des Relativita¨tsprinzips absolut zula¨ssige Vorgehensweise. Denn daß
der “Bereich nach dem Horizont” von keinem Teilchen mehr verlassen wer-
den kann, ist auch ohne Detailkenntnis der Relativita¨tstheorie verstehbar:
Der Horizont heißt dann Gegenwart, und oben genannte Eigenschaft des
Horizonts, nur in einer Richtung durchschritten werden zu ko¨nnen, dru¨ckt
dann einfach die Alltagserfahrung aus, daß die Vergangenheit nicht mehr zu
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a¨ndern ist.
Der genannte Fehler von Einstein wird auch heute noch vielfach wieder-
holt. Es handelt sich um einen eigenartigen Verdra¨ngungsmechanismus: Die
Formeln werden korrekt aufgeschrieben, es wird explizit gesagt, daß Raum
und Zeit hinfort keine Eigenbedeutung mehr haben sondern zur Raum-Zeit
verschmelzen, und kurz danach bedient man sich unbefangen solcher Wo¨rter
wie “innerhalb” oder “danach”, so als ob ihre umgangssprachliche Bedeu-
tung auch im Rahmen der Relativita¨tstheorie noch gu¨ltig wa¨re. Bei der
genannten Trefftz-schen Lo¨sung (11) besteht das Problem darin, daß die mit
der Variable w bzw. r (von “radius”) bezeichnete Koordinate am Horizont
ihren Charakter von raumartig zu zeitartig vera¨ndert.”
Gehen wir nun etwas detaillierter in die Arbeiten von Einstein: In [1],
also am 7. Ma¨rz 1918, berechnet er zuna¨chst das, was in heutiger Sprech-
weise (siehe oben) “Horizont eines im Ursprung ruhenden Teilchens” genannt
wird, dazu schreibt er: “Bis zum Beweise14 des Gegenteils ist also anzunehmen,
daß die De Sittersche Lo¨sung in der im Endlichen gelegenen Fla¨che r = piR/2
eine echte Singularita¨t aufweist, d.h. den Feldgleichungen bei keiner Wahl
der Koordinaten entspricht.” An dieser Stelle irrt er zwar, jedoch ist sein
Vorgehen durchaus nachvollziehbar, und als Forschungsansatz auch akzept-
abel: er hat sich bemu¨ht, die singula¨re Stelle durch eine A¨nderung der
Koordinaten zu beseitigen, er fand solche Koordinaten aber nicht. Zudem
paßte diese Lo¨sung so gar nicht in das Bild, das er sich zum damaligen Zeit-
punkt von der Relativita¨tstheorie gemacht hatte, er dru¨ckt das, also im Ma¨rz
1918, wie folgt aus: “Besta¨nde die De Sittersche Lo¨sung u¨berall zu Recht,
so wu¨rde damit gezeigt sein, daß der durch die Einfu¨hrung des “λ-Gliedes”
von mir beabsichtigte Zweck nicht erreicht wa¨re.” Erst Jahre spa¨ter sollte
er erkennen, daß dieser Zweck tatsa¨chlich nicht erreicht wurde.
Kommentieren wir nun abschließend nochmals die Einsteinsche Arbeit
14Anmerkung: Anfang des 20. Jahrhunderts war “Beweise” noch die korrekte Dativform
des Wortes “Beweis” in Singular.
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[10] vom 23. November 1922. Er verwendet die Bezeichnung
f4 = 1 +
A
w
+Bw2
und diskutiert die Nullstellen von f4 in bezug auf Metrik (11). Nach un-
seren Voru¨berlegungen aus Abschnitt 2 ist hier zu folgern: Solche Nullstellen
ergeben einen Horizont und keine echte Singularita¨t. Einstein schreibt je-
doch: “Nach (1) ist
√
f4 die Ganggeschwindigkeit einer Einheitsuhr, welche
an jenem Orte ruhend angeordnet wird. Das Verschwinden von f4 bedeutet
also eine wahre Singularita¨t des Feldes.” Gleichwohl ist diese A¨ußerung Ein-
steins nicht ausdru¨cklich falsch, vielmehr ist diese Diskrepanz ein Ausdruck
der Tatsache, daß heutzutage fu¨r die Regularita¨t einer Raum-Zeit nicht
mehr gefordert wird, daß ruhende Einheitsuhren als Zeitvergleichsapparatur
mo¨glich sein sollten, wie dies Einstein offensichtlich noch gefordert hat.
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